
一、项目名称 

非线性期望下的倒向随机微分方程及其应用 

二、申报奖种 

自然科学奖 

三、推荐单位 

山东大学 

四、项目简介 

成果所属领域：概率论与数理统计—随机微分方程、随机控制与金融数学 

倒向随机微分方程是彭实戈和 Pardoux于1990年提出的一个新的研究领域，

近年来成果丰富，并与拟线性偏微分方程的概率表示、随机控制、金融衍生产品

的定价和风险度量等理论有着密切的联系。非线性期望理论作为经典概率论的推

广，是在概率模型本身还无法确定的情形下,能对各种风险进行稳健的定量分析

和计算的数学理论。本项目在非线性期望框架下推广了经典的倒向随机微分方程

理论，并将这一新的理论应用到随机优化和投资组合优化等领域中。重要科学发

现和研究成果包括： 

（1）非线性期望下的倒向随机微分方程理论：建立 G-布朗运动驱动下的倒

向随机微分方程的基本理论。 在得到了 G-布朗运动驱动下的线性倒向随机微分

方程的显式解的基础上，证明了比较定理、全非线性 Feynman-Kac 公式和

Girsanov变换等基础结果。得到的比较定理和 Girsanov变换是研究波动率不确

定环境下的资本资产定价、稳健投资策略和风险监控的有力工具；得到的全非线

性 Feynman-Kac 公式建立起 G-布朗运动驱动下的倒向随机微分方程的解和一类

全非线性偏微分方程的解之间的内在联系，不仅在理论上是重要的，其结果还可

以导出偏微分方程的解的 Monte-Carlo形式的新的计算方法。   

（2） G-期望的表示定理和 G-期望空间的刻画：把概率论中的 Kolmogorov

方法推广到次线性数学期望下，得到了 G-期望的表示定理。证明了 G-期望空间

中的元素是拟必然连续的，并给出了其元素的充分必要刻画。使用偏微分方程的



技术和 Krylov估计，揭示出 G-期望空间包含足够多的示性函数，从而可以通过

简单随机变量（随机过程）逼近拟连续随机过程（随机变量）。 G-期望的表示定

理以及由其推导出的容度语言、G-期望空间中元素的刻画和随机变量序列的收敛

定理为进一步硏究 G-期望的性质提供了基础的工具。 

（3）G-期望下的随机优化问题：在 G-期望空间下，研究了随机递归最优控

制问题，该控制问题的目标泛函被一个 G-布朗运动驱动下的倒向随机微分方程

的解所刻画。通过拟线性化和弱收敛方法解决了 G-期望的非可加性，得到了随

机最大值原理，并进一步的研究了随机线性二次最优控制问题。随机最大值原理

是研究随机最优控制的基础工具，我们的结果在波动率不确定情形下的经济和金

融优化问题中有很好的理论和应用前景。 

（4）倒向终端摄动方法及其在金融中的应用：提出了“倒向随机微分方程

终端摄动方法”，是一种全新的变分方法，克服了财富方程非线性和投资策略带

有复杂约束条件的难点。在不完全市场下的最优投资组合选择、风险度量领域有

广泛的应用。为金融市场中最优财富和投资策略的计算、金融风险的度量和防控

提供了有力的工具。 

项目组的 8篇代表性论文的 SCI他引数为 82次，49篇部相关论著的 SCI他

引数为 384次。项目完成人多次应邀在重要的国际学术会议上作邀请报告。项目

第一完成人 2011年入选教育部新世纪优秀人才支持计划。 
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